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Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ ÷èñåë 1, 2, . . . , n.
Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî Sm+1 = 4Sm?

Ðåøåíèå 1.

Îòâåò: íåò.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü Sm+1 äåëèòñÿ íà 2s, íî íå äåëèòñÿ íà 2s+1; òîãäà s ≥ 2. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . ,m + 1 åñòü ÷èñëî a, äåëÿùååñÿ íà 2s. Íî òîãäà ÷èñëî a/2 óæå
íå ïðåâîñõîäèò m è äåëèòñÿ íà 2s−1; çíà÷èò, è Sm äåëèòñÿ íà 2s−1. Ïîýòîìó Sm+1/Sm íå ìîæåò
äåëèòüñÿ íà ñòåïåíü äâîéêè, á�îëüøóþ ïåðâîé.

Ðåøåíèå 2.

Îòâåò: íåò.
Îáîçíà÷èì νp(x) ñòåïåíü âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî p â ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî x.

1 ñëó÷àé) Ïóñòü m+ 1 = pk, ãäå p � ïðîñòîå (è k ≥ 1).
Òîãäà åñëè q � ïðîñòîå, q ̸= p, òî (ïîñêîëüêó m+ 1 íå äåëèòñÿ íà q, èìååì νq(Sm+1) = νq(Sm)).

Òàêæå νp(Sm+1) = k è νp(Sm) = k − 1 (òàê êàê íè îäíî èç ÷èñåë 1, 2, . . . ,m íå äåëèòñÿ íà pk, íî
ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà pk−1, íàïðèìåð ñàìî pk−1).

Èòàê, â ïåðâîì ñëó÷àå Sm+1 = pSm.

2 ñëó÷àé) Ïóñòü òåïåðüm+1 íå ðàâíî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà. Òîãäà ïóñòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
ïðîñòîãî p âûïîëíåíî νp(m+ 1) = t. Òîãäà m+ 1 > pt, ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . ,m åñòü ÷èñëî,
êðàòíîå pt, íàïðèìåð, ñàìî pt. Çíà÷èò, νp(Sm) ≥ t = νp(m+ 1). Çíà÷èò, νp(Sm+1) = νp(Sm).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p. ïîëó÷àåì, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå Sm+1 = Sm.

Èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåâ 1 è 2 ïîëó÷àåòñÿ âûâîä: Sm+1/Sm ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî ïðîñòîìó
÷èñëà èëè 1.


